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2 次関数 y = ax2 （ a は定数, a > 0 とする）と 2 点で交わる直線を y = mx+ n とす









まず, S1, S2 の座標を求める.
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(m2 + 4an)(1 +m2)
a
点 P の座標を求める.




















































































m2 + 4an+ 2(m2 + 4an)3=2
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座標平面を用いて考えるやり方は 17 世紀にデカルトによってもたらされたもので, ア





円の半径を r とする. 円の周の長さ L(r) は r に比例し, 面積 A(r) は r2 に比例する.
円周： L(r) = k1r
面積： A(r) = k2r2
k1 = 2 となるように  を決め, k2 との関係を求めよう.
半径 1 の円を考える. それに内接する正 n 角形を描く. n = 2=n とする.
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よって半径 1 の円の面積は  .
この円の面積は内接する正多角形よりは大きく, 外接する正多角形よりは小さいことか
ら, アルキメデスは  の値の範囲が 310
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現代数学の方法からわかるように, 点 P の x 座標と S1S2 の中点の x 座標は等しい. つ
まり線分 S1S2 の中点から放物線の軸（この場合は y 軸）に平行に直線を引くと放物線と
点 P で交わる.
補題 1. S1S2 の中点を M とする. M から放物線の軸に平行に引いた直線が放物線と交
わる点は P である.
補題 2. 接線上に A, B をとる. A, B から放物線の軸に平行に引いた直線が放物線と交









PS1 の中点 M1 から放物線の軸に平行に引いた直線が放物線と交わる点を P1 とする.





4S1S2P = 4PP1S1 +4PP2S2
が成り立つ.
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この定理を認めれば, アルキメデスの定理を証明できる. 4PP1S1 と 4PP2S2 について
同じ操作をする. 新しくできる三角形にも同じ操作を繰り返して足せば, 放物線の切片の
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である.











































M1P1 を延長して接線と交わる点を Q1, S1 から放物線の軸に平行に引いた直線が接線
と交わる点を Q10 とする. PP1 を延長して S1Q10と交わる点を P10 とする.
PQ1 : PQ1
0 = 1 : 2 だから補題 2 より P1Q1 : S1Q10 = 1 : 4 である. また, M1Q1 :
S1Q1
0 = 1 : 2 だから S1Q10 = l とすれば M1P1 = 14 l である.
S1Q1
0 と 点 P の距離を h とすると





4MPS1 = 4PQ10S1 = 1
2
lh
まったく同様に 4MPS2 : 4PP2S2 = 4 : 1 となるので
1
4
4S1S2P = 4PP1S1 +4PP2S2
が成り立つ.

アルキメデスの時代には今のような極限の考えがなかったので実際はもう少し慎重に証
明されているが, 現代風に焼き直すとこのような具合である.
7
